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SEMI-GROUPE DE VINBERG, CENTRALISATEUR REGULIER 
ET FIBRES DE SPRINGER AFFINES 

ALEXIS BOUTHIER 



^ ■ 1. Introduction 



Soit k un corps fini de caractéristique p > 3. On considère G un groupe connexe 
semi-simple simplement connexe déployé sur un corps fini k. Soit T un tore maximal 
^ ; de G et l'algèbre de Lie de G. On pose F := fc((7r)) et O := fc[[7r]]. 

Kazhdan et Lusztig ont introduit dans [KL] les fibres de Springer affines pour les 
O ■ algèbres de Lie. Ce sont les variétés de la forme 

<•. ^, = {ge G{F)/G{0)/ad{g)-'^ G q{0)} 

^-^ . où 7 G q{F). Ils établissent que ce sont des k-schémas localement de type fini et de 

^ ! dimension finie si et seulement si 7 est régulier semi-simple. Ils conjecturent égale- 

ment pour ces variétés une formule de dimension qui sera démontrée plus tard par 
Bezrukavnikov [B]. Si l'on désigne par g^, le centralisateur de 7 dans g, la formule 
C^ . est la suivante : 

m ; dim X^ = |[5'(7) - ^6/(7)] 

Q^ ■ OÙ ^'(7) = val{det{ad{'y) : q/Qj — t- 0/g7)) et def{^) = rgg — rgp{Qj). Le premier est 

O ■ l'invariant discriminant et le second l'invariant galoisien qui mesure la chute du rang 

çr^ I torique. 

O ■ Goresky-Kottwitz-McPherson [GKM] ont établi un lien entre ces fibres de Springer 

et les intégrales orbitales pour la fonction caractéristique de q{0). Dans ce travail, 
on s'intéresse aux fibres de Springer affines pour les groupes : 

XO = {ge G{F)/G{0)/g~'^g G G{0)} 



çh ■ et plus généralement aux variétés de la forme : 
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X^ = {ge G{F)/G{0)/g-'^g G Gr'} 



où Gr = G{0)'ïï G{0) avec A G X=k(T)"*" un cocaractère dominant. Ces variétés ont 
été introduites par Kottwitz-Viehmann [KV] dans leur article sur les fibres de Sprin- 
ger généralisées. Ces variétés sont de la même manière que dans le cas des algèbres 
de Lie, étroitement corrélées aux intégrales orbitales des fonctions de l'algèbre de 
Hecke sphérique. 

Dans le cas A = 0, la formule et la preuve de Bezrukavnikov sont les mêmes. Pour 
A général, on se propose dans cet article de prouver l'énoncé de dimension suivant : 
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Théorème 1. 

Soit 7 G G{F) régulier semi-simple. Alors : 

(i) X^ est un schéma localement de type fini, 
(a) Si X^ non vide, dim X^ =< p,\ — u^ > +\[5{j) — defij)]. 

Ici, 5(7) = val{det{Id — ad{j) : q/q-^ — )■ 0/07))- Il est intéressant de savoir quand 
est-ce-que la fibre de Springer est non vide. 

Théorème 2. Sous les mêmes hypothèses que ci-dessus, X^ est non vide si et seule- 
ment si [u^] < A. 

Ici, [v^] désigne le point de Newton associé à 7, dont on rappelera la définition 
plus tard dans le texte (2.4). Une formule de dimension analogue pour les variétés 
de Deligne-Lusztig a été auparavant démontrée par [GHKR] et [Vie], formule qui ne 
fait toutefois pas intervenir l'invariant discriminant. 

En ce qui concerne le théorème de non- vacuité, le sens direct a déjà été obtenu 
lors d'un précédent article de Kottwitz et Viehmann [KV, Th 3.5], nous établissons 
donc la réciproque. 

La condition plus compliquée et peu maniable d'appartenance à une double classe 
Gr^ nous amène à tenter de la linéariser par le biais des représentations fondamen- 
tales, ici apparaît l'hypothèse de simple connexité. 

Ainsi, après avoir plongé le groupe dans le produit de ses représentations fondamen- 
tales, on voit que, quitte à multiplier par une certaine puissance de l'uniformisante, 
on se ramène à une condition entière analogue au cas des algèbres de Lie. Néanmoins, 
cela oblige à sortir du groupe G, pour tomber dans une certaine enveloppe de celui-ci, 
le semi-groupe de Vinberg Va-, introduit par Vinberg [Vi] en caractéristique nulle et 
étendu par Rittatore [Ri] en caractéristique arbitraire. Il est relié au groupe G par son 
groupe d'unités G+ := (T x G)/Zg-, qui est un ouvert dense. En particulier, le semi- 
groupe de Vinberg est une compactification partielle de G^, affine et qui contient 
également la variété torique V^, adhérence du tore maximal T+ := (T x T^JZq de 
G+. L'étude des semi-groupes a été initiée par Putcha [Pu] et Renner [Re] et en s'ins- 
pirant des travaux de classification des semi-groupes algébriques par Renner [Re 1] ; 
Vinberg a introduit un semi-groupe qui vérifie une certaine propriété universelle et 
dont on peut déterminer les G+ x G+-orbites en fonction des idempotents de celui-ci. 

La preuve de Bezrukavnikov utilise de manière cruciale un ouvert distingué qui est 
une orbite pour l'action du centralisateur régulier de 7. D'après Ngô [N], l'existence 
de ce centralisateur régulier vient de l'existence d'un schéma en groupes lisse et 
commutatif J sur le quotient adjoint pour l'algèbre de Lie ijW ainsi que de l'existence 
d'une fièche x* J — )■ / où x est le morphisme de Chevalley g — )■ ijW et / le schéma 
des centralisateurs au-dessus de g. En outre, c'est un isomorphisme au-dessus de g*"^^. 
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Une des façons d'obtenir un tel schéma J est de construire une section au niorphisme 
de Chevalley et de tirer / par cette section. 

Dans le cas des groupes, on dispose grâce à Steinberg [S] d'une flèche 

ainsi que d'une section à cette flèche (l'hypothèse de simple connexité étant ici in- 
dispensable pour l'existence d'une section). 

Toutefois comme nous l'avons vu, le groupe G_|_ ne suffit pas et il nous faut étendre 
toutes ces propriétés au semi-groupe de Vinberg. Ceci fait l'objet de notre second 
théorème. On note Vg le semi-groupe de Vinberg, de groupes d'unités G+ et Vt 
l'adhérence du tore maximal T^ dans Vg- 

Théorème 3. // existe alors un morphisme prolongeant celui de Steinberg, 

X+:Vg^ Vt/W, 

invariant par conjugaison par G^. 

Le morphisme x+ admet une section e+ : Vt/W — > Vq^^ , à valeurs dans l'ouvert 
régulier. De plus, le morphisme x+^ '■ Vg^ -^ Vt/W est lisse et ses fibres sont des 
Gj^-orbites. 

Enfin, il existe un unique schéma en groupes lisse commutatif J sur Vt/W muni 
d'une flèche x^ J — )■ / qui est un isomorphisme au-dessus de Vq'^^ . 

Nous passons maintenant en revue l'organisation de l'article. On commence par 
établir le théorème qui concerne le centralisateur régulier et qui est un résultat de 
théorie des groupes pur pour un groupe G semisimple simplement connexe. Le plus 
aisé est d'obtenir que tout se prolonge, c'est-à-dire aussi bien la section que le mor- 
phisme de Steinberg. Une fois ceci acquis, il nous faut déterminer dans quel ouvert 
tombe cette section pour pouvoir en déduire les propriétés de lissité et de commu- 
tativité du centralisateur régulier. Nous établissons enfin des propriétés de structure 
supplémentaires sur le morphisme %+, dans le même esprit que Steinberg [S]. 

Ensuite, la construction de ce centralisateur régulier au-dessus du semi-groupe 
de Vinberg nous permet de définir l'ouvert caractéristique qui est une orbite pour 
l'action du centralisateur. Nous utilisons pour cela une interprétation modulaire de la 
fibre de Springer. Enfin, pour compléter la preuve, il ne nous reste plus qu'à montrer 
une assertion d'équidimensionnalité pour la variété de drapeaux affine associée. Cela 
suffit pour obtenir que la dimension de l'ouvert est la même que celle de la fibre. 
En appendice, nous donnons le calcul explicite de la section de Steinberg prolongée 
dans le cas des groupes classiques. 

Ce travail a fait l'objet d'innombrables navettes entre Gérard Laumon et Ngô 
Bào Châu qui, par leur relecture avisée et leur soutien ont contribué à améliorer 
de manière significative la qualité de ce travail, qu'ils en soient ici profondément 
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remerciés. Je tiens également à exprimer ma reconnaissance envers Michel Brion 
pour ses utiles remarques concernant les subtilités de la caractéristique p. 

Je remercie l'Université de Chicago pour m'avoir invité par deux fois ainsi que 
Zongbin Chen pour d'utiles remarques sur les fibres de Springer affines. Enfin, merci 
à Ivan Boyer et Paul Mercat pour la peine qu'ils ont pris à relire mon piètre LaTeX. 

1.1. Le semi-groupe de Vinberg. Soit k un corps algébriquement clos. 

Soit G un groupe connexe semi-simple simplement connexe sur k, de rang r. 

Soit (T, B) une paire de Borel. On peut définir l'ensemble des poids fondamentaux 
cui,. . . , ojr et l'ensemble A = {ai, . . . , a^} des racines simples. Si A est un poids 
dominant, on note p\, la représentation de plus haut poids A, d'espace vectoriel V\. 

Enfin, on pose, x\ = Tr{p\). Tous les résultats énoncés ici qui concernent les pro- 
priétés générales du semi-groupe de Vinberg seront dûs à Vinberg en caractéristique 
nulle et à Rittatore en caractéristique p. 

On introduit G^ := (T x G)/ Zq où le centre Zq est plongé par : 

\.{t,g) = {\t,\-'g). 

Ce groupe admet un tore maximal Tj^ = {T x T)/ Zq dont le groupe des caractères 
X*(T+) s'identifie à un sous-réseau de X*{T) x X*{T). On dispose d'un morphisme : 

X+-G+^ T+/W = G;,x A^ 
provenant du théorème de Chevalley. Le morphisme x+ est donné par : 

9+ = {t,9) -^ {ai{t),..,ar{t),Xi{t9),-;Xr{t9)) 
où Xi '■= Tr{p^^^^.) et ai{g) := Tr{pa,fi). 
Nous avons aussi un schéma fourre-tout : 

Hg := n A^^ X n End(\4j - {0} 

l<î<r l<i<r 

(resp Hg '■= H -^a ^ H End(\4;J), où G^ agit par («j, 0) sur le premier facteur 

et par (cjj, p^^) sur le second. On définit Vj (resp Vq) ([Vi]), l'adhérence de G+ dans le 
schéma fourre-tout H g-, (resp H g)- On a les propriétés suivantes sur les adhérences : 

Théorème 4. (Vinberg, fVz, Th5 et Th8j) 

(i) L'adhérence Vq est muni d'une structure de semi-groupe. Son groupe des 

unités s'identifie à G^. 
(a) L'action de G^ x G^ sur lui-même donnée par la translation à gauche et à 

droite s'étend à Vq et Vq. 
(m) Le schéma Vq est lisse. Il admet un quotient projectif lisse par Z^ appelé la 
compactification de de Concini-Procesi. On la note Gad, cf [dC-P]. 

Remarques : (i) et (ii) sont des énoncés généraux sur les semi-groupes qui ne 
font pas intervenir la caractéristique. La lissité de Vq a été établie par Vinberg 
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en caractéristique nulle ; pour l'étendre à la caractéristique p, il suffit de reprendre 
la preuve de Brion-Kumar [BK, Prop 6.1.7] pour la lissité de la compactification 
magnifique. En caractéristique nulle, Vq est normal et c'est le semi-groupe construit 
par Vinberg ; en caractéristique p, il va falloir prendre la normalisation. On commence 
par le lemme suivant : 

Lemme 1. (Rittatore, [R, Lemme 1]) Il y a alors une unique structure de serai- groupe 
qui est compatible avec le morphisme de normalisation. Il admet comme groupe des 
unités G^. 

On définit également le schéma Vt l'adhérence de T+ dans Hq- Comme on dispose 
également de l'adhérence V^p de T+ dans la normalisation, il nous faut les comparer. 
D'après Drinfeld, nous avons la proposition suivante : 

Proposition 1. (Drinfeld [Dr]) Les schémas Vt et Vj, s'identifient naturellement 
via le morphisme de normalisation. 

Démonstration. On définit le cône suivant : 

C* = {(A,/.)GX*(T+)/A<M 

On vérifie en particulier que C+ := C*nX*(T_|_)+ est engendré par les vecteurs («j, 0) 
et {uji.,uji). Maintenant, Vt est normale en tant que variété torique associée au cône 
C*. 

Comme le morphisme de normalisation vr : Vt' — )■ Vt est fini et birationnel entre 
schémas normaux, on obtient que c'est un isomorphisme. D 

Remarque : L'hypothèse p > 3 apparaît ici pour s'assurer que les poids des 
représentations irréductibles de plus haut poids ooi sont les mêmes en caractéristique 
p et en caractéristique nulle. Ceci nous est assuré par Premert [Pr] et le théorème de 
Curtis-Steinberg [Bo, Th 3.3]. 

Dans la suite, on appellera Vq le semi-groupe de Vinberg, qui est la normalisation 
de Vq. Tous les objets étant définis sur Z, on peut montrer que pour p assez grand, 
on a pas besoin de normaliser. Comme Vq est lisse, il s'identifie canoniquement à un 
ouvert de Vq. 

De plus, si Z*^ est l'adhérence de Z+, le centre de G-i-, dans Vq en regardant 
l'algèbre A;[Vg]*^+^'-^+, elle s'identifie à k[Z^/ZQ] et donne lieu à un morphisme de 
semi-groupes, dit d'abélianisation ([Vi, Th 3] et [Ri, Th 20]) : 

tt-.Vq^ Z'JZq := k\ 

Nous avons également un autre morphisme, issu de l'action par conjugaison que nous 
allons construire. 
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1.2. Le morphisme de Steinberg. On commence par rappeler le théorème de 
Chevalley-Steinberg ([Bki, VI.3.1-Exl et S, Th 6.1]) : 

Théorème 5. (Chevalley-Steinberg) On considère l'action adjointe de G sur lui- 
même. Alors on a l'isomorphisme suivant, qui s'obtient par restriction des fonctions : 

: k[Gf A k[T]^. 

On en déduit donc un morphisme % : G — )■ T/W , dit de Steinberg. Si de plus, G est 
simplement connexe, T/W a une structure d'espace affine donnée par les caractères 
Xuj,, où les Ui sont les poids fondamentaux. 

Nous allons maintenant prouver que cette flèche se prolonge au semi-groupe de 
Vinberg. 

Proposition 2. L'application de restriction : A;[Vg]*^+ — )■ A;[Vt]^ est un isomor- 
phisme de k-algèbres. De plus, Vt/W est un espace affine de dimension 2r, engendré 
par les («^,0) et les Xi = Tr{p^^^^^^)). 

Démonstration. L'injectivité résulte du fait que si 0(/) = <p{g)-, alors f=g sur l'en- 
semble G+,ss des éléments semi-simples qui est dense dans G^ et donc dans Vq et 
f = g car Vg affine. 

Il reste à montrer que est surjective, en particulier, A;[Vt]^ est engendré par les 
caractères des représentations. Dans la proposition 1, nous avons vu que le monoïde 
C+ n X*(T+)+ est engendré par les {ai,0) et {ui,Ui). Comme W agit trivialement 
sur le premier facteur, on obtient que /c[Vt]^ est engendré par les éléments de la 
forme (7, 0) et (cjj, SymWj), pour 7 dans le module engendré par les racines simples 
et A < Ui. 

Maintenant, les éléments (wj,x^.) sont égaux à {ui, Sym{ui)) plus une somme 
d'éléments (wj, Symji) pour jj, < Ui. 

Or, comme /i < Wj, la différence est une somme de racines simples et {ui, Symfi) = 
{ui — /i, 0) + (/i, Sym fi). On peut donc remplacer les (A, Sym A) par les (wj, XcjJ- 

Enfin, il résulte du cas simplement connexe, établi par Steinberg, que ces éléments 
sont algébriquement s indépendants et forment une base. D 

On obtient alors un nouveau morphisme que l'on note x+j étendant le précédent : 

X+-Vg^ Vt/W. 
Dans le cas où G est simplement connexe, Steinberg construit dans [S, §7] un mor- 
phisme 

e : T/W -^ G 

qui est une section au morphisme x- 

Pour un u-plet (oi, .., a^.) G T/W := A"^, elle se définit de la manière suivante : 
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e{ai,..,ar) := Yl a;Qi(ai)ni, 

i=l 

OÙ les XaXci'i) sont des éléments du groupe radiciel Ua^ et les rii sont des éléments du 
normalisateur Ng{T) représentant l'élément Sa^ de W. 

r 

Ainsi, e(a) G Yl UiUi et en utilisant les relations de commutation on a que 

i=l 

r 

n Uiïii = Uu,w 

i=l 

on W = SiS2..Sr et U^ = U fl"' U~ . Steinberg établit que cette section est à valeurs 
dans Greg- Il prouve également grâce à son critère différentiel, les propriétés suivantes 
sur le morphisme x au-dessus de l'ouvert régulier [S, Th 8.1] : 

Théorème 6. 

(i) le morphisme Xreg '■ Greg -^ T/W est lisse, 
(a) Tout élém,ent de Greg est conjugué à un élément de t{T/W). 

Pour la suite, l'objectif est maintenant d'étendre cette section au semi-groupe de 
Vinberg ainsi que les résultats précédemment établis par Steinberg. 



1.3. Autour de la section de Steinberg. 

1.3.1. Existence et prolongement. En s'inspirant de la formule de Steinberg, on consi- 
dère donc : 

(6, a) := (6i, .., hr, ai,.., ar) G GJ!„ x A*". 

On considère la flèche : T — )■ T+, t — )■ (t,t~^). L'image Ta, le tore antidiagonal est 
isomorphe à T"^, et on a un isomorphisme canonique donné par : 

a, : Ta -> G"^. 

On note alors ip l'isomorphisme inverse et nous opterons pour la notation indiciaire. 
Ainsi pour b G GJ^, on a : 

\/l<i<r, aiiipb) = bi et ipb G Ta. 

On définit alors e+ : GJ^ x A*" — )> G+ par : 

e+{b,a) = e{a)ilJb 

r 

OÙ e est la section de Steinberg pour le groupe G définie par e(a) := Y[ Xi{ai)ni. 

1=1 
Commençons par rappeler la manière dont agissent les différents éléments consi- 
dérés. Soit V^ une représentation irréductible de plus haut poids u. On a : 

Lemme 2. (S, Lemme 7.15) 



(i) Si Ua = {xa{c)} désigne le groupe radiciel associé à a, alors l'action de Ua 
sur un vecteur de poids fi, v^ est de la forme : 

Xa{c).Vf, = Yl cV 

A:>0 

OÙ Vk E V{fi + ko), est indépendant de c. 
(a) Nous avons SjUi = ooi — àijUj et pour A = ^miUJi, SjX = A — rrijaj. Enfin, 
nous introduisons un ordre partiel strict sur l'ensemble {1, . . . , r} ; si i ^ j, 
on écrit j -< i si il existe un poids dominant A = ^ iriiUi avec X < Ui et 
rrij > 0. 

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante : 

Proposition 3. Le morphisme e+ : T^/W := G^ x A*" — )> G^ est une section de 
X+ et se prolonge en un morphisme, noté de la même manière, e+ : Vr/W — )■ Vq, à 
valeurs dans Vq. 

Démonstration. On considère la représentation fondamentale de poids Wj. 

Soit A < Wj un poids de la représentation. Un élément g^ = {t, g) de G+ agit par 
Ui{t)Pi^.{g). On prend alors un vecteur de poids A, Vx et on regarde comment agit 
l'élément e+(6, a). On a alors la formule suivante : 

(*) t+{h,a)vx = e{a)iJbVx = Ui{iJb)X{i^b)~^e{a)vx = (wj - \){iJb)e{a)vx- 

où l'on rappelle que l'élément ipb est dans le tore antidiagonal Ta. 

Comme cjj — A est une somme de racines simples, on en déduit que (wj — X){ipb) 
est polynômial en les bi, donc e+ se prolonge. 

Il ne nous reste plus qu'à voir que le prolongement est non nul. Pour cela, on 
considère le vecteur de plus haut poids f^^. En ce cas, ipb agit trivialement, on a alors 
la formule suivante : 

e+{b,a)v^^ = e{a)v^^. 

r 

Maintenant, on se rappelle que e(a) = Yl Xi{ai)ni. 

i=l 

Ainsi, si j ^ i, le bloc Xj{aj)nj fixe v^j^ et on a : 



t'^UJi 



et donc la matrice de la section a bien au moins un coefficient non nul. Montrons 
enfin que c'est une section. Du lemme 2 et de (*), on déduit la formule suivante : 

e+{b,a)vx = {uJi - \)ii'b) E o-i' ■■■(^r"V(ku-,kr) 



où V(^ki,...,kr) 6st un vecteur de poids ^+^{kj—'mj)aj et est indépendant des Cj. Il nous 
faut donc examiner la contribution à la trace, qui est non nulle que si rrij = kj > 0, 
autrement dit si A est dominant. Nous distinguons alors deux cas : 
(i) Si A = Wj, on vient de voir ci-dessus que la contribution est Oj. 
(ii) Si A 7^ Wj, alors A < Wj. 

La formule montre que aj n'apparaît pas si rrij = kj = 0, donc seulement les Cj 
avec Uj dans le support de A (et donc j ^ i), ont une contribution non nulle. 

Comme A est dominant et A < Ui, nous avons j -< i. Et donc le facteur V"(A) 
contribue à la trace qu'au plus par un polynôme en les aj avec j -< i. 

En conclusion, Xi 6st un polynôme en les Oj, de la forme ai+ termes en les aj, j -< i. 
Donc, à partir des Xij nous récupérons bien les paramètres Oj, comme souhaité. 

D 

Nous avons une action canonique de Z^ sur Vt/W = A*" x A*" donnée par : 
z.{hi, ..., hr, ai, ..., ar) = {ai{z)bi, ..., a^(z)6^, uji{z)ai, ..., wi(r)a^). 
Malheureusement la section e+ construite ci-dessus n'est presque jamais équivariante 
pour cette Z+-action. Cela tient au fait qu'elle induirait une section pour le nior- 
phisnie de Steinberg pour le groupe Gad, ce qui n'arrive que pour certains groupes 
exceptionnels. En effet, il faut être à la fois adjoint et simplement connexe. 

Il nous faut donc tordre judicieusement l'action de Z^ pour avoir une section 
équivariante. 

Ainsi, si z G Z^, on considère uj,{z) := {uJi{z), ..,uJr{z)) G G^. On a alors l'élément 

i^oj.{z) ■= {\z,K^) e Ta tel que «^(^,^.(2)) = uji{z) pour tout i=l,..,r. 
On construit donc par ce procédé un morphisme de groupes ip o uj : Z^ — )> Ta. On 
considère maintenant la nouvelle action * de Z_|_ sur G^ donnée par : 

Le morphisme de Steinberg x+ reste bien Z^-équivariant pour cette action. Nous 
avons alors la proposition suivante concernant la section e+. 

Proposition 4. La section de Steinberg e+ : Vr/W — )■ Vq est Z^- équivariante pour 
l'action * sur G^ et l'action canonique sur Vt/W . 

Démonstration. Il nous faut prouver l'identité e+(z.(6, a)) = z * e+(6, a). Il nous 
suffit évidemment de démontrer cette identité au-dessus de Gj^. En rappelant que 
e+(6, a) = e{a)ipb où e est la section de Steinberg pour G et ipb E Ta, l'identité se 
réduit à : 



qui se simplifie en : 



e{z.a)^c..(z)b = #^,\^)e(a)^feV^^.(2). 
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On considère alors la représentation fondamentale de poids Wj. 

Soit fi < Ui nn poids de la représentation et un vecteur de poids fi, v^. Tout 
d'abord, regardons comment agit ipa,{z) sur ce vecteur. Si on écrit ipa,(z) '■= {iz-,!^^), 
on obtient : 

car Ui — fi est combinaison linéaire de racines simples et par définition de ipa,{z)- 
Toujours en utilisant le lemme 2 et de ci-dessus, on déduit que : 

{e{z.a)i!a.(z))-v^, = {ui- fi){z) Y. {^i{z)ai)''K..{uJr{z)a^'-)v(kr,...,kr), 

r 

où V(ki,...,kr) 6st un vecteur de poids yU + X](% ^ 'mj)aj et /x = ^ ^Wj. D'autre part, 

i=l 

nous avons également : 

^C\^)e(«)^^.W^/^ = ^i{z)KK^) E [/^ + E(^i - mj)aj]{\,)a'l\..a';^V(^ku...,kr)- 

où l'on rappelle que ipu),{z) = {^z, -^7^)- Maintenant, nous avons l'égalité suivante : 

[/^ + E(% - m,)aj]{\,) = fi{\,)fi{z~^) ni=i"i(^^') = f^{^z)fi{z-^) Ul=i^i{z)^'- 

Et donc, les deux membres sont égaux, ce qu'on voulait. 

D 

Nous pouvons avoir une description plus agréable du prolongement. Pour cela, 
considérons le diagramme commutatif suivant : 

T. '"■"'"''•' ■ n Ai,x n End(y„,) 

l<i<r l<i<r 



(a,0) 



Pi 



OÙ la flèche verticale de gauche est un isomorphisme et la flèche horizontale du bas, 
juste l'injection canonique. 

Pour chaque i, la matrice Wj(t)p(^^(t^^) est un polynôme en les «^(t), et ces poly- 
nômes sont indépendants de t, on obtient donc alors que l'isomorphisme entre Ta et 
G^^ se prolonge en un morphisme : 

Pi : T^ — )■ A**, où T^ est l'adhérence de Ta dans Vq- 

Les éléments de Ta sont entièrement déterminés par la composante suivant Yl ^i ; 

l<i<r 

puisque leur seconde composante est une matrice dont les coeflicients sont des po- 
lynômes en les «j. Cette flèche est donc un isomorphisme. Enfln, on remarque que 
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Vt est en fait contenu dans Vq puisque le coefficient de la matrice uji{t)puji{t^^) en le 
vecteur de plus haut poids est 1. 

On continue de noter ip l'isomorphisme inverse. On sait de plus que nous avons 
une décomposition en (7+ x G^-orbites de Vq, avec dans chacune de ces orbites un 
idempotent distingué e/. On commence par rappeler la proposition suivante, due à 
Vinberg : 

Proposition 5. ([Vi], Th 6-7) 

(i) On a une décomposition de Vq en G+ x Gj^-orhites indexées par les sous- 
ensembles I de A. 
(a) Dans chaque orbite Ox, on a un idempotent distingué ej G T^. 
(m) Pour I G A etVx la représentation irréductible de poids A de G, on considère 
alors Vj^x l^ sous-espace engendré par les sous-espaces de poids qui sont dans 
A + Dj, Dj le module engendré par les {ai,i G /}. 

Alors px{ej) = p) où p^ désigne la projection sur le sous-espace vectoriel 

Vi,x- 

En particulier, V orbite Oj s'envoie sur la strate G^^ x A*^' par x+- 
(iv) On a également une décomposition de Vq de G+ x G j^^- orbites indexées par 
certaines paires (I,J) de A x A. A nouveau dans chaque orbite Ox,j, on a 
un idempotent distingué cj^j de Vt et dans le cas où I est vide, Px{g%,.j) = P% 
si et seulement si X E Gj et zéro sinon. Ici, Gj désigne le cône engendré par 
les {ujj,ujj),j G J . 

De cette proposition, on déduit une stratification de T^ = ]J TaC/ et chaque strate 

TaC/ s'envoie sur G^ x A*". 

Nous pouvons donc décrire le prolongement de la manière suivante : 

Lemme 3. Soit {b,a) G A*" x A*", on considère l'élément ipi, de T^, donné par l'iso- 
morphisme ci-dessus, alors nous avons : 

e+{b,a) = e(a)V'6, 
où l'on fait la multiplication dans le serai- groupe de Vinberg. 

En particulier si on note G := e_|_({l} x A*"), alors e+(A'" x A*") = GT^ et 
e+(G^ X AO = GTaci. 

Démonstration. Au-dessus de GJ^^ x A*^', les deux sections sont les mêmes par défini- 
tion, donc par unicité du prolongement, l'égalité reste vraie sur A*" x A*". La suite du 
lemme vient de la description en strates rappelée ci-dessus. D 

1.3.2. Construction du centralisateur régulier. 

Dans la suite, on notera €+ := Vr/W. Considérons le schéma en groupes I sur Vq 

des paires 
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I ■■= {(9,1) eG+x Vc/gig^^ = 7}- 
On définit le centralisateur régulier par J = e*^I. Nous voulons démontrer que ce 
schéma en groupe est lisse commutatif de dimension 2r. On va commencer par mon- 
trer que la section tombe dans l'ouvert régulier. Le procédé utilisé servira pour toute 
la suite de l'article, à savoir démontrer une propriété pour la fibre la plus singulière, 
pour ensuite la propager à toutes les autres. Nous allons avoir besoin par la suite du 
résultat suivant qui est un corollaire de [SGA 3 VI B.4 (Prop 4.1)]. 



Proposition 6. Soient a, a' G €+ tels que a G {a'}, alors dim Ja > dira Ja>- 

En particulier, en appliquant l'inégalité au point générique, on a que pour tout 
a G €+, dim Ja > r. En particulier {a G €+/ dim Ja = rj est ouvert. 

Nous avons besoin d'une description plus précise des strates avant d'aller plus 
avant, on utilise pour cela la proposition tirée de Vinberg [Vi, Th 7] et étendue par 
Rittatore [Rit, Th 21] : 

Proposition 7. Soit V orbite Ox, on considère les sous- groupes paraboliques P/ et Pf 
On a une décomposition de Lévi Pj = LjRu{Pi) et on note ô (resp Ô-) la projection 
de Pj sur Lj (resp Pf sur Lj). 

Cette orbite contientt un idempotent distingué cj. Son stabilisateur H j s'identifie 
à : 

Hj = {{x,y) ePiX Pj-/5{x)54y)-' G Tj}, où Ti = {t e T+/K{t) = 1, A G F,} 

Ceci étant dit, nous avons l'énoncé suivant : 

Proposition 8. On définit l'ouvert régulier Vq'^^ := {g G Vc/dimlg = 2r} C Vq. La 
section e_|_ : £+ — )> Vq est à valeurs dans Vq^^ , i.e. le centralisateur régulier est de 
dimension 2r. 

On commence d'abord par montrer la proposition pour le point le plus singulier : 

Lemme 4. L'élément e^{0) appartient à Vq^^ . 

Démonstration. On a déjà vu que l'image de la section tombait dans Vq. En ce cas, 
^+{Ql) = wcq, où w est le produit des réflexions simples Sq,^. Soit alors g E G un 
élément du centralisateur, alors 

gwcfig-^ = wed,. 

De la description du stabilisateur des e/ dans la proposition 7, on en déduit que : 

g G B" n wBw~^ et que ô-{g) = S{w~^gw) G T+. 

Essayons de voir ce que nous impose la seconde condition. 

On pose alors gi = w^^gw G B, on écrit gi = tu avec t E T, n E U. Etudions alors 
ce que vaut ô{wgiW^^) : 
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wgiw ^ = wtw ^ww ^ = [Ad{w)t][Ad{w)u]. 

Comme l'élément w agit sur les groupes radiciels Ua par wUaW"^ = f/^a, on obtient 
que wuw~^ ne contribue pas dans la projection sur le tore. Regardons donc l'autre 
partie. 

Ainsi, l'égalité 5-{gi) = S{wgiw~^) impose que t = t^ ce qui donne que pour tout 
i, ai{t) = 1 et t G Zq- Donc, à un élément du centre Zq près qui est fini, on obtient 
que le centralisateur s'identifie à : 

Maintenant, on sait que U~ r\wUw^^ s'identifie au produit des groupes radiciels Ua, 
avec q; > et wa < et est de dimension l{w) = r. D 

Passons maintenant à la preuve de la proposition pour le cas général, la méthode 
de démonstration sera ensuite réutilisée systématiquement. 

Démonstration. On regarde l'ensemble U := {a E £+/ dim Ja = r}. Nous avons vu 
que c'est un ouvert d'après le corollaire 1 et d'après ci-dessus, il contient 0. Il est de 
plus Z_|_-équivariant. Montrons que U = €+. En effet, supposons par l'absurde que le 
complémentaire de U soit non vide. Soit a un point du complémentaire. On considère 
alors l'adhérence de sa Z_|.-orbite que l'on note F. Celle-ci contient qui est dans U, 
donc on en déduit que c'est aussi le cas du point générique de F et comme U est 
Z_|_-équivariant, on obtient F G U, une contradiction. D 

Remarques : L'argument ci-dessus montre que toute propriété (P) sur les fibres, 
vérifiée par x~^(0), qui est ouverte et qui est Z+ équivariante, se propage à toutes 
les fibres x^^(a). Cette remarque sera utilisée de manière systématique par la suite. 

Il nous faut encore obtenir que la fièche x+^ est lisse. Pour cela, nous avons besoin 
d'une assertion d'irréductibilité des fibres. En vertu de ce que nous avons démontré 
ci-dessus, nous commençons par étudier la fibre au-dessus de 0. 

Proposition 9. On considère la flèche x+ '■ Vq ^ €-^- . 

Alors, x+^i^) = A/" := {(7 G Vg/ VA, px{g) est nilpotente} , en particulier dans les 
représentations de dimension 1, p\{g) est nulle. De plus, le cône nilpotent est fermé 
dans Vg et est irréductible. 

Démonstration. Soit 7 G Vg tel que X+{l) = alors 7 est dans l'union des strates 
Uj ^0,J- Il s'écrit donc 7 = gieQ^jg2. Quitte à conjuguer, on peut le mettre sous la 
forme (760 j. De plus, on peut se ramener à J = A puisqu'il résulte de la description 
de la proposition 5(iii), que pour J 7^ A, 60 j est l'endomorphisme nul si on regarde 
à travers une représentation px avec X ^ Cj. 
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Regardons comment cet élément agit sur le représentation fondamentale de poids 
oji. Soit V\ un vecteur de poids A. Alors, toujours par la proposition 5(iii), on déduit 
que : 

5'e0f A = si A 7^ Wj. 

Et, geçjVi^. = aiVi^.+ (termes liés à d'autres vecteurs). 

Or, comme X+{l) = 0; oii ^n déduit que pour tout i, Oj = 0. Ainsi, on obtient que 
Pujiil) 6st une matrice nilpotente pour tout i. De plus, pour les représentations de 
dimension 1, le fait que 7 est dans la strate vide, nous assure que c'est l'endomor- 
phisme nul pour de telles représentations. De plus, Vq étant plongé dans un certain 
End(V), M = Niliy) fl Vg où Nil(V) est le cône nilpotent. Comme celui-ci est fermé, 
on a le résultat analogue pour M . 

Enfin, pour l'irréductibilité, on regarde Mb l'intersection du cône nilpotent avec le 
semi-groupe de Borel Vb- On note 5^", le Borel de Mn{k) dans lequel on a plongé 
Va- Le semi-groupe Vb s'obtient alors comme adhérence de B_^ dans 5^". On a alors 
le diagramme suivant : 

Vb ^ A'' X Al^l 



M, n(n — l) 
u " ^ A" X A^^ 

où les flèches horizontales sont des isomorphismes et les flèches verticales des immer- 
sions fermées. 

Ainsi, comme Mb = Nil{V) fl Vb, on en déduit que Mb est isomorphe à {0} x A'-^L 
Et donc, en conjuguant, on obtient que tout le cône nilpotent est irréductible. 

D 

On va maintenant en décrire les éléments réguliers. 

Proposition 10. On note M^*^^ l'ensemble des nilpotents réguliers. 
Alors tous les réguliers nilpotents sont conjugués à la section de Steinberg et M^'^^ 
est un ouvert lisse dense de M. Enfin, le cône nilpotent est irréductible de dimension 
dim G+ — 2r. 

Démonstration. D'après ci-dessus, M'^'^^ est irréductible et donc tout élément nil- 
potent régulier qui ne serait pas dans la classe de conjugaison de la section de Stein- 
berg fournirait une composante irréductible distincte. Montrons que M^'^^ est lisse. 

On regarde la flèche x^+^ '■ Vq^ ~> ^+- C'est une flèche entre schémas lisses. Comme 
e_|_ est une section, on sait que l'application tangente en e+(0) est surjective. Comme 
de plus, tous les nilpotents réguliers sont conjugués, on en déduit que l'application 
tangente de x+ est surjective en tout point de M'^'^^ d'où la lissité. D 
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Cela nous permet d'obtenir la proposition suivante : 

Proposition 11. Soit x+ '■ Vq ^ C+. Alors, x+ est plat et ses fibres sont de dimen- 
sion dira G^ — 2r. 

Démonstration. Au point 0, on a vu que le cône nilpotent était de la bonne dimension. 
On considère alors l'ensemble 

U := {a e €+/dimx+^(a) = dimG'+ - 2r}. 

Par EGA IV 9.3.2, cet ensemble est constructible et par EGA IV 13.1.1, 
comme dim G^ — 2r est la dimension de la fibre générique de x+j U est stable 
par générisation, donc c'est un ouvert. L'argument standard utilisé ci-dessus, nous 
montre que U = (C+. Enfin, d'après Brion-Kumar [B-K 6.2.9 et 6.2.11], on sait que le 
semi-groupe de Vinberg Vq est de Cohen-Macaulay. Ainsi, la base étant lisse et les 
fibres étant toutes de même dimension, on en déduit que le morphisme est plat. 

n 

On va pouvoir montrer la proposition clé de ce paragraphe. 

Proposition 12. Le morphisme x+ '■ Vg ^ ^+ ^st à fibres géométriques irréduc- 
tibles, réduites et Cohen-Macaulay. 

Tout élément régulier est conjugué à un élément de la section de Steinberg et la 
classe de conjugaison régulière est un ouvert dense de chaque fibre. 

Démonstration. On regarde la fièche G x €+ — )■ Vq'^^ qui à {g, a) — )■ ge^{a)g^^. Cette 
fièche admet la factorisation suivante : 

Gx £, 



(G X £+)/J 



V, 



reg 
G 



La fièche tï est un J-torseur et i est quasi-fini. Par Steinberg [S, Th 8.1], on sait que 
i est un isomorphisme au-dessus de G!j_^^, on en déduit alors que i est birationnel 
et quasi-fini et comme Vq^ est normal, par le Main Theorem de Zariski, c'est une 
immersion ouverte. 

Ainsi, on en déduit que la classe de conjugaison de la section de Steinberg est un ou- 
vert de la fibre x+^(û). On note U l'ouvert image de i et F son fermé complémentaire 
dans Vg- Les deux sont équivariants pour l'action de Z^. On note Iq '■= dimG^ — 2r. 

On considère alors l'ensemble V := {x E F/dirrixX+^ix+i.^)) ^ ^G ^ !}• P^^-r 1g 
théorème de Chevalley de semi-continuité des fibres, V est ouvert dans F et par le 
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corollaire 2, il contient et est clairement Z+-équivariant. Il est donc égal à F. On 
en déduit donc que le complémentaire dans chaque fibre de U est de codimension au 
moins 1. Or les fibres sont équidimensionnelles comme x+ ^st plat, donc U est un 
ouvert dense et les fibres sont irréductibles. 

Elle sont de plus Cohen-Macaulay, car on a une immersion régulière de la fibre 
dans Vg-, qui est Cohen-Macaulay. Comme la classe de conjugaison de la section de 
Steinberg est lisse, on a un ouvert lisse dense dans un schéma Cohen-Macaulay, donc 
les fibres sont réduites. 

En regardant les fibres du morphisme x+^ , on sait qu'elles sont irréductibles et 
admettent la classe de conjugaison de la section de Steinberg comme ouvert dense et 
cet ouvert remplit entièrement la fibre, puisqu'un élément qui ne serait pas dans la 
classe de conjugaison fournirait une composante irréductible distincte. 

n 

Nous pouvons maintenant énoncer, le résultat de structure suivant sur le centrali- 
sateur régulier : 

Proposition 13. Le morphisme x+ '■ Vq^ — )> £+ est lisse. 

Démonstration. Pour x G £+(€+), comme e^ est une section, on a directement que 
l'application tangente en x de x+ 6st surjective et nous avons vu que tous les éléments 
de Vq^^ sont conjugués à un élément de e+(€+), donc au-dessus de Vq^^ , l'application 
tangente de x+ ^st toujours surjective et comme les deux schémas considérés sont 
lisses, on en déduit la lissité àe x+- D 

Proposition 14. Le centralisateur régulier J est un schéma en groupes lisse et com- 
mutatif de dimension 2r. 

Démonstration. On a le diagramme cartésien : 

/ G X V^'' 



OÙ la fièche ip est donnée par (x, y) — )■ {xyx~^, y) et la fièche du bas par la diagonale. 
Comme elle est équidimensionnelle entre schémas lisses, elle est plate. 

Ainsi, on déduit que la fièche i : / — )■ G x V^^^ est une immersion régulière et donc I 
est intersection complète. Comme de plus, au-dessus de Vq'^^ , I est équidimensionnel 
sur une base lisse, il est plat et par changement de base J est également plat sur €+. 

On rappelle que désigne le morphisme structural de J. On a déjà vu que la fibre 
au-desssus de est lisse. D'après la remarque, il nous sufiit de montrer que l'ensemble 
des a E €^ tel que la fibre de J^ est lisse est ouvert. Maintenant, comme J est plat 
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sur C+, on a d'après EGA IV 12.2, que l'ensemble des x E J, tel que J<^(a;) est lisse 
en X est ouvert. Or, de par sa structure de schéma en groupes, si la fibre est lisse en 
un point, elle est lisse partout, donc on en déduit, toujours comme J est plat sur sa 
base que, {a G (t+/Ja est lisse} est ouvert. Comme il est clairement Z_|_-équivariant, 
la remarque s'applique. 

Enfin, comme au-dessus de G^^^, le centralisateur régulier est abélien, on a donc 
un schéma en groupes lisse, qui est génériquement abélien, donc abélien. D 

De la proposition 13, on déduit la description alternative suivante du centralisateur 
régulier : 

Proposition 15. // existe un unique schéma en groupes J' , lisse et commutatif de 
dimension 2r sur £+ muni d'un isomorphisme G^-équivariant : 

De plus, cet isomorphisme se prolonge en une flèche de x+J' ~^ I ■ 

Démonstration. La preuve se fait par descente fidèlement plate exactement comme 
dans [N, Lemme 2.1.1]. Il n'y a qu'à voir que l'isomorphisme se prolonge en une flèche 
de x*+J' -^ I- 

Nous avons donc un isomorphisme x+J' ^ ^ au-dessus de Gj^- U Vq'^^ . 

Vq^ contient G!jf^ et la codimension de G^ — G"j_^^ est 3. Maintenant, Vq — G^ 
est de codimension 1, mais comme V^^^ est ouvert dans chaque strate, on en déduit 
que le complémentaire de V^^^ est de codimension supérieure ou égale à 2, donc le 
morphisme s'étend à Vq- 

U 

Nous terminons ce paragraphe en démontrant un analogue du théorème de Ri- 
chardson sur la liberté de k\VG\ ainsi qu'une condition nécessaire pour qu'un élément 
soit régulier nilpotent. 

Théorème 7. L'algèbre des fonctions régulières du semi-groupe de Vinberg klVc] est 
un module libre sur k[€^]. 

Dans le cas des groupes, la liberté du module k[G] sur le quotient adjoint, pour 
G un groupe semisimple simplement connexe, a été établi par Richardson dans [Rie, 
ThC]. 

Démonstration. L'énoncé résulte de la proposition 12 ainsi que d'un théorème de 
Raynaud-Gruson [RG, Ex 3.3.4] et de Bass [B] : 

Théorème 8. 

(i) (Raynaud-Gruson) Soit f : Spec{B) — )■ Spec{A) un morphisme fppf à fibres 
géométriquement intègres, alors B est un A-module projectif. 

(a) (Bass) Si Spec(A) est connexe, tout A-module projectif non de type fini est libre. 
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n 

Nous montrons maintenant un critère analogue à Steinberg [S, 3.2 et 3.3] pour 
caractériser les réguliers nilpotents. 

Proposition 16. Les éléments réguliers nilpotents de Vq sont dans un unique semi- 
groupe de Borel. 

Démonstration. Comme tous les nilpotents réguliers sont conjugués à la section de 
Steinberg, il suffit de le montrer pour celle-ci. Soit alors e+(0) = we% qui serait dans 
deux semi-groupes de Borel Vb' et Vb-, alors B^ et B' étant conjugués, en écrivant 
la décomposition de Bruliat relativement à 5", on écrit B' = uaB^a^^u^^, avec 
a eW et u e U'. 

Dans ce cas, on obtient que l'élément a^^u^^weij)Ua est dans V^. On se fixe alors 
i et on regarde l'action sur les vecteurs vx : 

En particulier, comme u G U^ et par définition de 60, on en déduit que si o-(A) 7^ Ui, 
ce vecteur est nul. Etudions le cas résiduel 0"(A) = Ui, on a alors 
a^^u^^wcQuavx = o-^^u^^[vi^.^ai]- D'où l'on déduit : 

a^^u^^wcçjUavx = fo-i(a;i-a,) + (autres vecteurs). 

Or (T~^{uJi — ai) = A — (7~^ai, et comme l'élément doit être dans V^ , cela force 
A — a^^ai < A. Cette inégalité étant valable pour tout i, cela donne a = 1, ce qu'on 
voulait. D 

2. Calcul de dimension 

2.1. Algèbre de Hecke et Grassmannienne afRne. Soit F un corps local d'an- 
neau d'entiers O et de corps résiduel fini k de caractéristique première à \Zg\- On 
note "H l'algèbre des fonctions complexes de G{F) qui sont G{0) bi-invariantes et à 
support compact. C'est une algèbre commutative avec comme produit, la convolution 
des fonctions. De plus sur G (F), nous avons la décomposition de Cartan 

G{F) = U G{0)7i^G{0) 

A6X,(T)+ 

t OÙ TT désigne une uniformisante de F et A un cocaractère dominant. Une unité de 
l'algèbre de Hecke est donnée par la fonction caractéristique de G{0) et les fonctions 
caractéristiques des orbites G{0)7i^G{0) forment une base de cette algèbre. On 
notera ces fonctions 1^. 

Comme G est simplement connexe, la décomposition de Cartan se voit au travers 
des représentations fondamentales Ui. 
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Lemme 5. Un élément g G G{F) appartient à l'orbite G{0)'n-^G{0) si et seulement 
si la plus petite des valuations des coefficients des matrices PujXd) ^^^ égale — {ui, A). 
De plus, l'élément g^ = \{ii)g est dans Vq{0). 

Démonstration. La plus petite des valuations est invariante à gauche et à droite par 
G{0). Si g est dans G{0)ti^G{0), cette valuation est égale à — (wj, A). Inversement, 
les entiers (cjj, A) déterminent uniquement A. 

Enfin, comme l'élément (7+ est dans G+{F) et que pour tout i, PioX9+) ^ End K;.((9), 
la continuité nous donne le résultat voulu. D 

L'algèbre de Hecke sphérique et la grassmannienne affine sont intimement liées. 
D'après [H, Prop 2], on peut donner une structure de ind-schéma sur k au quo- 
tient G{F)/G{0) et il s'écrit comme limite inductive de variétés projectives, munies 
d'immersions fermées les unes dans les autres. 

De plus, d'après [H, Prop 2], ce quotient représente le foncteur Q qui à tout k- 
schéma S, associe le groupoïde Q(S') des G-torseurs E sur Spec{0)xS muni d'une 
trivialisation sur Spec{F)xS. Ici, Spec{0)xS (resp Spec{F)xS) désigne la complé- 
tion vr-adique de Spec{0) x S. 

Quant aux strates, elles admettent également une interprétation modulaire. 
Pour A un cocaractère dominant, on considère le sous- foncteur Q , qui à tout k- 
schéma S, associe les groupoïde des G-torseurs E sur Spec{0)xS muni d'une trivia- 
lisation générique telle que pour tout i=l,..,r, la trivialisation fournit une application 
injective de fibres vectoriels : 

et dont les fibres résiduelles sont non nulles. 

D'après le lemme précédent, les k-points de ce foncteur sont Gr^ = G{0)7T^G{0)/G{0). 
De plus, si on n'impose pas que les fibres résiduelles soient non nulles, on trouve l'es- 
pace : 



La strate Gr^ est lisse, mais ce n'est plus du tout le cas de son adhérence qui est 
toutefois projective. Maintenant, si on choisit un isomorphisme entre C et Q^, le 
dictionnaire fonctions- faisceaux établit une correspondance entre les fonctions 1a et 
les faisceaux constants Q; sur les strates Gr'*'. 

2.2. Fibres de Springer afRne. 

2.2.1. Rappel sur le cas des algèbres de Lie. Dans cette section, on rappelle les ré- 
sultats démontrés par Kazhdan-Lusztig sur les fibres de Springer affines dans le cas 
des algèbres de Lie et qui nous serviront de fil directeur pour la suite de cet article. 
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On a le morphisme analogue à celui de Steinberg dans le cas des algèbres de Lie, 
dit de Chevalley r] : g — )• c := i/W. Ce morphisme admet une section e : c — )■ g^'^^ 
appellée section de Kostant. 

On considère alors a G c{0). Par la section de Kostant, on obtient un point 

7 := e(a) G 0^^^(O). 
On peut maintenant définir la fibre de Springer affine Ai{a) par son foncteur des 
points. Pour un k-schéma S, Ai{a){S) est le groupoïde des couples {E,(f)) avec E 
un G-torseur sur Spec{0)xS et une section de ad{E) munis d'un isomorphisme 
générique sur Spec{F)xS avec le couple {Eq,'-/) où Eq est le G-torseur trivial. 

On a une flèche d'oubli vers la grassmanienne affine, qui est une immersion fermée. 
En particulier, on a une structure de ind-schéma sur Ai{a). De plus, si on regarde ses 
k-points, la donnée de E consiste alors via l' isomorphisme générique en un élément 
g G G{F)/G{0) ; pour que déflnisse une section sur Spec{0), sachant qu'elle est 
génériquement identiflée à 7, on doit avoir la condition : 

ad{g)-'j G ô{0). 
On obtient ainsi : 

X, := M{a){k) = {ge G{F)/G{0)/ad{g)-^^ G q{0)}. 
Sur ces variétés, Kazhdan-Lusztig établissent les résultats suivants : 

Théorème 9. La variété X^ est un k-shéma localement de type fini et de dimension 
finie si et seulement si 7 est régulier semi-simple. De plus, il existe un ouvert Xr,*^^ 
de X-y de même dimension et qui est une orbite sous le centralisateur de 7. 

Enfln, ils conjecturent une formule de dimension qui sera démontrée plus tard par 
Bezrukavnikov [B]. 

Théorème 10. On a dim Xl^^=dim X^ = |[(5(7) — def{'~f)] avec 

(5(7) = val{det{ad{'j) : g/g-y — )■ 0/07)) l'invariant discriminant et def{'~f) = rgQ — 

rgrig) l'invariant galoisien. 

Tâchons d'expliquer comment apparaît cet ouvert régulier. Cela commence par 
réinterpréter de manière champêtre la flbre de Springer à la manière de Ngô [N, 
3.2.2]. 

Définition 1. La fibre de Springer M.a représente le foncteur qui à tout k-schéma 
S associe le groupoïde Aia{S) des flèches hE,4> '■ Spec{0)xS — )> [q/G] qui s'insèrent 
dans le diagramme commutatif suivant : 

Spec{0)xS -^^ [g/ G] 
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Maintenant, l'ouvert régulier A^^^^ sera le sous foncteur ouvert où l'on impose que 
la flèche hE,(j> se factorise par [g''^^/G']. 

Enfin, le nombre de points du quotient de ces fibres de Springer par un certain 
groupe nous fait obtenir les intégrales orbitales du type 0^(lg(c))). C'est ce type de 
relations que nous recherchons pour le cas des groupes et qui va nous permettre 
d'introduire les bons objets. 

2.2.2. Le cas des groupes. Comme nous voulons interpréter les intégrales orbitales 
pour les fonctions de l'algèbre de Hecke comme le nombre de points sur Wq d'une 
certaine variété. Ainsi, la première variété qui apparaît naturellement est une variante 
de la fibre de Springer : 

{g e G{F)/G{0)/g-'^g G G{0)n>^G{0)} 

pour 7 G G{F). Quitte à quotienter par un certain groupe, le même comptage que 
[N, Prop 8.2.5] nous fournit l'intégrale orbitale locale 

0,{lx) = J Ug-'-fg)dg. 

G^(F)\G(F) 

OÙ G^ désigne le centralisateur de 7. Nous voulons maintenant voir une telle variété, 
comme une solution à un problème d'espace de modules. 

Pour ce faire, on se donne un cocaractère dominant A. Si E est un G-torseur sur 
Spec{0), on note Ad{E) := Ex'^G, pour l'action de G sur lui-même par conjugaison ; 
Ad{E) s'identifie au schéma en groupes des automorphismes de E. 

Définition 2. On fixe a = {ai,...,ar) G F^ . On définit alors la fibre de Springer 
affine A^^'^ comme suit. Le foncteur Ai'^'^ associe à tout k-schéma affine noethérien 
S, les paires {E,(f)) où E est un G-torseur sur Spec{0)xS et une section de 
Ad{E)\p, qui pour tout i=l,...,r induit une application injective 

<P,■.p^{E)^p,{E){-{uJi,\)) 

et Oj = tr{(f)i) On considère également le sous-groupoïde M.^ où Von impose que les 
fibres résiduelles des 0j soient non nulles. 

Pour certaines valeurs de a, la fibre peut être vide puisque que les ai{E, 0) = tr{(f)i) 
tombent en fait dans 

ai{E,(j)) G7r-<^-^)C. 

Il est lourd de manipuler autant de données auxilliaires et nous souhaitons les re- 
combiner en une seule. De plus, il nous faut voir pour quelles valeurs de a, la fibre 
est-elle non vide. 

On commence par former le fibre vectoriel End^-(i?) = E Xq End(K;J et on pose 
X = Spec{0). 
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Les (pi sont des sections de 'Ejnà^j^{E)®xOx{— {ooi, A)). De plus, {(f)i)\F = End(^j(0). 
Donc, on peut regrouper les (0, (pi) en un seul objet 0+ à valeurs dans l'adhérence de 

r 

<P+ ■= {tipiig)) dans n EndK;, 

avec ti des scalaires. Ici, apparaît le semi-groupe de Vinberg. En somme, on éli- 
mine les pôles en multipliant par une puissance convenable de l'uniformisante, ce qui 
nous fait tomber dans le semi-groupe. Regardons désormais, comment nous pouvons 
interpréter modulairement le groupoïde que nous venons d'introduire. 

On rappelle que le semi-groupe de Vinberg Vq s'obtenait comme l'adhérence de 

G+ = {Tx G)/Zg dans fl End(K.J x fl A^. 

La donnée de A G X^,(T) = T{F)/T{0) fournit un T-torseur Tx muni d'une 
trivialisation générique. Cela revient également à pousser le Gm-torseur tautologique 
par A : G^ — ?■ T. De plus, pour chaque i=l,..,r, la racine «j : T — )■ G^ permet de 
tordre la droite A^. par le T-torseur T\. 

Enfin, si on pose bi := 1((oj,a)) la section représentant la trivialisation générique de 
Tx, elle se prolonge en une section sur X car {ai, X) > 0, comme A est dominant. 

Définition 3. On considère alors le fondeur A^^'"*" dont les S-points, pour S k- 
schéma est le groupoïde des couples {E,(f)^) où E est un G-torseur sur XxS et (j)^ 
une section de l'espace 

obtenu en tordant Vq muni de l'action de G par conjugaison et de T par homothétie 
avec le G X T-torseur E x Tx, ayant les composantes : 

{ui,...,Ur,bi,..,br) et ai = tr{ui). 

De plus, en remplaçant Vq par Vq, on obtient la caractérisation de Ai^- 

Bien que plus fonctorielle, il nous reste encore cette indétermination sur les valeurs 
des traces à choisir, les Oj. Cela s'éclaire dans la partie suivante. 



2.2.3. Section de Steinberg de la fibre de Springer affine. On conserve les notations 
ci-dessus et posons X = Spec{0). On rappelle que £+ := Vt/W = A'^^. On considère 
TT : Vg — > Z^/Zq = A"^, le morphisme d'abélianisation, qui consiste en le quotient 
catégorique de Vq par l'action de G^ x G^. 
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La donnée d'un couple {E, 0+) comme ci-dessus consiste en une flèche /i£;,0+ qui 
s'insère dans le diagramme : 

X X S 




avec en plus cette condition sur les traces. On rappelle que Z+ s'identifie natu- 
rellement avec le tore T. De même, on réinterprète les données pour les variantes 
A^^, A^^'*"^^, en imposant que le morphisme tombe dans [Vq/{G+ x Z+)] (resp 
[Vq^^/(G'+ X ^+)]). Le morphisme de Steinberg étant Z+-équivariant, on a une flèche : 

X+ : [Vg/Z+] ^ [€+/Z+]. 
La section de Steinberg va nous permettre d'obtenir une section à ce morphisme et 
donc un point base dans la fibre. 

Proposition 17. Le morphisme x+ champêtre admet une section modelée à partir 
du morphisme e+. 

Démonstration. Nous avons vu que nous avons une section au morphisme x_|_, 

e+ : [C+/Z+] — )> [Vq'^^/Z'^]. Maintenant, en considérant l'homomorphisme diagonal 

de Z+ — )■ Z+ X Z+, on obtient un morphisme : 

où le premier Z^ agit par homothétie et le deuxième par conjugaison par les éléments 
t{z) avec r : Z^ — )> Ta construit dans la section 2. En composant alors par ce 
morphisme r, nous obtenons une fièche 

[C+/Z+] ^ [V^^^iZ^ X G+)] 

qui est donc une section au morphisme de Steinberg x+ '■ \^(j^ /{Z+ x C^)] — )■ 
[^+/Z+]- □ 

Nous sommes désormais en mesure d'obtenir une interprétation modulaire de la 
fibre de Springer affine. On pose X, l'anneau local Spec{0) et X* sa fibre générique. 
Pour S un k-schéma, on note également XxS (resp X'xS), la complétion 7r-adique 
deX X S (resp X' x S). 

Pour chaque fièche ha qui rend le diagramme 

X^^€+ 
pi 
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commutatif, on a un point 

[e](a)G[\/^^7(G+xZ+)]. 

On définit la fibre de Springer Ai^ comme le foncteur dont le groupoïde des S- 
points, S k-schéma est : 



XxS 



X Z, 




muni d'un isomorphisme entre la restriction de /i_B,(/)+ à X* xS et la section de Stein- 
berg [e](a) G [Vq^^^/G^]. Si on regarde les k-points de ce groupoïde, il s'agit de 
l'ensemble suivant 

{g e G{F)/G{0)/g-'jo9 G VS{0)}. 
où 7o = e_|_(a). Celui-ci étant non vide par définition. La condition que ha soit au- 
dessus de hx, nous donne que 70 = A(e)7, avec 7 G G{0)7f^G{0). Nous verrons par 
la suite que si a G £+(C) H €+{FY^, cet ensemble est un schéma localement de type 
fini dont nous calculerons la dimension. 

2.3. Symétries d'une fibre de Springer affine. Nous avons défini le centralisa- 
teur régulier J, dont nous avons vu qu'il était muni d'un morphisme 

qui est un isomorphisme au-dessus de V^^^. 
Pour une fièche ha telle que 

ha 



X 



-€, 




Pi 



nous avons l'image réciproque J^ = h*^{J). 

Définition 4. Considérons donc alors le groupoïde de Picard P{Ja) au-dessus de 
Spec(k) qui associe à tout k-schéma S, le groupoïde des Ja-torseurs sur XxS, muni 
d'une trivialisation surX'xS. 

Nous pouvons donc définir une action du champ P{Ja) sur Ai^. En effet si {E^ 0+) G 
A^^(S'), on a un morphisme de faisceaux : 

Ja -^ Aut(E, 0+) 
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qui se déduit de la flèche x\J ~^ I- Ceci permet de tordre {E^ 0+) par un Ja-torseur 
sur X X S* trivialisé sur X* x S. On a alors la proposition suivante : 

Proposition 18. [x+\ '■ \^(j^ / /Gj^] — 7> C+ est une gerbe liée par le centralisateur J 
et neutre. 

En particulier, la fibre de Springer A^^'*"^^ est un espace principal homogène sous 
V{J^). Dans la suite, c'est ce qu'on appelera l'orbite régulière. 

Démonstration. Nous avons vu que le morphisme était lisse. De par la caractérisation 
du centralisateur régulier, le faisceau des automorphisnies d'un élément {E, 0_|_) G 
Wg"^ / /G+\{^) au-dessus d'un point a : S* — )> £+ est canoniquement isomorphe à a*J. 
La neutralité vient de l'existence de e+. D 

2.4. Dimension des fibres de Springer afRnes. Soit T un tore sur F. Soit a G 
T{F), alors on définit l'élément //„ G X*(T)q en imposant que : 

VA G X*(T), (A, Ua) = val{X{a)). 
On obtient donc une flèche surjective z/y : T{F) — )■ X^{T)q et en prenant les inva- 
riants sous Galois, nous obtenons une flèche : 

z/:T(F)->X,(At)q, 
où At est le plus grand sous-tore déployé sur F de T. 

Soit 7 G G{F) régulier semi-simple. En ce cas, son centralisateur est un tore 
maximal T défini sur F et on pose : 

z/^ := z/t(7). 
Notons [z/^], sa classe de conjugaison sous W, représentée par un élément dominant 
de X^{At)q, on l'appelle le point de Newton de 7. On considère la fibre de Springer 

X^ = {ge G{F)/G{0)/g-'^g G Gr^}. 

On pose 5(7) := val^detp^Id — ad{j) : g/P)^ — )■ 0/^)7)) et def(j) = rg G — rg^/^ où 
rgp désigne le rang du plus grand sous-tore déployé. 

Nous avons donc l'énoncé suivant sur la dimension d'une telle fibre : 

Théorème 11. 

Soit 7 G G{FY^ . On suppose X^ non vide. 

(i) X^ est un schéma localement de type fini, 
(ii) dim X^ =< p,X-u^> +|[5(7) - def{'y)]. 

Remarques : Nous pouvons décrire la variété Xq de la manière suivante : 

X^ = {ge GiF)/GiO)/yt,p^X9)-'^^^-'^P^Al)P^À9) e M^^^O) n G+(F)}. 
Ainsi, la variété X^ s'identifie à une sous-variété localement fermée de la variété 

r 

n Xi^^ où 

i=l 
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X,, := {g e GKXF)/GKXO)/g-'^l^--^^p^{l)g e M,,(0)}. 
Et ces variétés Xj^p^ (^) sont des fibres de Springer pour l'algèbre de Lie de GLnXF)-, 
qui sont localement de type fini par Kazhdan-Lusztig [KL, §2 prop 1]. De plus, on 
voit que la formule des dimensions fait naturellement apparaître le paramètre A, qui 
lorsqu'il est égal à zéro, est analogue à une fibre de Springer affine pour les algèbres 
de Lie et auquel on peut appliquer les résultats de [KL]. 

Regardons comment une fibre de Springer de paramètre A est reliée au semi-groupe 
de Vinberg. On considère l'élément 7+ = (A(e),7) G G+{F) et la fibre de Springer : 

Xg^,,^ = {ge G+{F)/G+{0)/g-^^+g e VS{0)}. 

r 

Enfin, on désigne par r+((9) le semi-groupe Y[ Mn^{0) fl GLn^{F). Nous avons le 

petit lenime suivant : 

Lemme 6. La variété Xq s'identifie canoniquement à la sous-variété de X^^^^^ 
définie par : 

{g e G{F)/G{0)/g-'^+g G V^iO) n G+(F)}. 

Démonstration. Nous avons vu que la variété Xq peut s'interpréter de la manière 
suivante : 

Xà,, = {ge G{F)/G{0)M,p^X9)-'^^^-'^P^Xl)P^M e M„^(0) n GL„^(F)}. 

Ainsi, nous reconnaissons en l'élément ti^^^'^'' p^j^ l'image de 7+ par P{uj,,u)i) et il résulte 
du lemme 4 que 7+ est dans Vj(C) H G'+(F). D 

Avant d'entamer l'étude de la fibre de Springer, il est utile de savoir lorsque celle-ci 
est non vide, ce qui fait l'objet de la section suivante. 

2.5. Non-vacuité des fibres. 

Théorème 12. Soit 7 G G{F) régulier semi-simple. Alors X^ est non vide si et 
seulement si [u^] < A. 

Remarques : Par Kottwitz-Viehmann [KV, Cor 3.6], on sait que si la fibre est 
non vide alors [u^] < A. Il nous faut donc voir la réciproque. Nous allons commencer 
par nous ramener à un cas plus agréable, en utilisant la décomposition de Jordan 
topologique que nous rappelons maintenant. 

2.5.1. Décomposition de Jordan topologique. Nous dirons qu'un élément 7 G G{F) 
est compact si il engendre un sous-groupe relativement compact de G{F). Nous dirons 
qu'il est topologiquement unipotent si (7)'''^ — )> 1 quand r — )> +00 dans Endi?(V) où la 
topologie est celle induite par le corps F et V une représentation fidèle. Tout élément 
topologiquement unipotent est compact. 
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De plus, un élément 7' G G{F) est dit absolument semi-simple si il est d'ordre 
fini premier k p = cark. Enfin, on se donne Z{F) est un sous-groupe fermé normal 
de G{F). Nous dirons qu'un élément est topologiquement unipotent modulo Z (resp 
absolument semi-simple modulo N), si son image dans G{F)/Z[F) est topologique- 
ment unipotent (resp absolument semi-simple). On définit de même la notion de 
compacité modulo Z. On a alors le théorème suivant dû à Spice [Spi, Prop 2.41] : 

Théorème 13. Si'-f E G{F) est compact modulo Z , alors il admet une décomposition 
de Jordan topologique modulo Z, i.e. on a V écriture : 

7 = Islu o,vec 7s absolument semi-simple modulo Z et 7^1 topologiquement unipotent 
modulo Z qui commutent entre eux et avec 'y. Si Z est trivial, il y a de plus unicité. 

Nous appliquons donc ce théorème pour obtenir la proposition suivante : 

Proposition 19. Soit 7 G G{F) régulier semi-simple, alors il admet une décompos- 
tion de Jordan modulo un certain groupe Z(F). 

Démonstration. L'élément 7 étant régulier semi-simple, si il est anisotrope, il est 
compact et donc on peut prendre pour Z{F) le groupe trivial, sinon l'élément 7 est 
elliptique dans un certain Lévi M{F) et donc compact modulo le centre de ce Lévi 
Zm{F) qui jouera le rôle de Z{F) dans ce cas. D 

On rappelle le théorème de Kottwitz-Viehmann de descente démontré sur C, mais 
dont la preuve vaut en caractéristique p aussi [KV, Th 3.5] : 

Théorème 14. Soit P un parabolique, on écrit P=MN où M est le Lévi. 

Soit 7 G M (F) et X^, la fibre de Springer pour ce Lévi, alors si Ad{'~f) agit sur 
Lie(N) avec des pentes strictement positives, l'injection canonique X^ — )■ X^ est 
une bijection. 

Remarques : Le corollaire 3.6 de [KV] nous assure que le point de Newton définit 
un parabolique P, sur lequel Ad{'~f) agit sur Lie(N) via son point de Newton, avec 
des pentes positives. 

Passons donc à la preuve du théorème. Il nous faut montrer que si [u^] < A, alors 
la fibre X^ est non vide. 

On commence par se réduire au cas où 7^ = 1. D'après ci-dessus, nous pouvons 
donc considérer la décomposition de Jordan topologique de notre élément 7 G G{F) 
régulier semi-simple. Alors, 7 = 7^7^ avec 'ju topologiquement unipotent et 7^ forte- 
ment semi-simple modulo le centre d'un certain Lévi M (F). 

En utilisant Kottwitz-Viehmann, on sait que X^ ^j = X^. On se ramène donc au 
cas du Lévi. On considère alors H = Gg{1s)- On peut donc alors choisir un sous- 
groupe parabolique P' de M dont le facteur de Lévi est H = Gci'Js) et on réapplique 
le théorème de Kottwitz-Viehmann. On obtient alors un isomorphisme : 
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^7 - ^lu ■ 

En particulier, on peut supposer que 7s = 1 et donc 7 = 7^^, ce que l'on fera dans la 
suite de ce travail. 

Nous allons introduire une variété auxilliaire qui se comporte raisonnablement 
après une extension finie étale de F et qui nous permettra de relier l'élément 7 à sa 
section de Steinberg. 

Considérons le groupe R = ev^^{U), l'image réciproque du radical unipotent par 
l'application ev : G{0) — )■ G. On pose alors X' := G{F)/R. D'après Kazhdan-Lusztig 
[KL, §1], X' a également une structure de ind-schéma. 

Si F est une extension finie étale de F, on considère le ind-schéma X' := G{F)/R 
avec R le groupe analogue pour F et F = Gal{F/F). Le groupe F agit naturellement 
sur X' et on rappelle le lemme suivant dû à Kazhdan-Lusztig [KL, Lemme 2] : 

Lemme 7. On a l'identité {X')^ = X' . 

En considérant le semi-groupe A^*, l'image réciproque par la fièche Vg{0) — )> Vg 
du semi-groupe nilpotent A''^ de Vb, on pose X' := {g G G{F)/ R/ g^^^^g G A^*}. 
On rappelle que 7+ = A(7r)7. 

On sait que 7 est topologiquement unipotent modulo le centre. On distingue alors 
deux cas : 

(i) Soit [u^] = A, dans ce cas l'élément 7 est déjà dans la double classe G{0)'k^G{0) 

et la fibre est non vide, 
(ii) Soit [z/^] < A et dans ce cas l'élément 7+ = A(7r)7 est topologiquement 
nilpotent. Nous nous plaçons donc dans le second cas; on a alors une fièche 
surjective de X' — )■ X^. 
Regardons comme on en déduit le théorème 12 : 

Démonstration. Soit a := x+{l+) ^t posons 70 := e_|_(a). Alors les deux éléments 
étant réguliers semi-simples, ils sont stablement conjugués, on considère donc F une 
extenion finie étale de F qui les conjuguent, on a alors l'égalité d'après le lemme 
ci-dessus : 

^^, = iA.r = (Kf = K- 

Maintenant, on sait que X' est non vide par la proposition 18, donc il en est de 
même de X' et par conséquent de X^, ce qu'on voulait. 
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2.6. Etude du cas déployé. On commence d'abord par supposer que 7 est déployé 

dans T{F). Il s'écrit alors 7 = 7ovr'^ où 70 G T{0) et z/ G X*(T), que l'on peut 
supposer dominant, quitte à conjuguer. On veut donc montrer que : 



dimX^ =< p, A - z/ > +|5(7). 
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On a une action de U{F) sur Gr et les orbites sont indexées par u G X*(T) que 
l'on note S,y. On a 5*0 = U{F)/U{0). On a le leninie suivant : 

Lemme 8. (GHKR) 

Si Y un sous ensemble localement fermé de X et stable parT{F), alors : 

dimÇY) = dim{Y r]S^),v e X,(T). 

Démonstration. On en donne une rapide preuve. Par la décomposition d'Iwasawa, 
G{F) = B{F)K. On a donc une flèche canonique de projection de 
B[F)/B{0) — )■ X*(T), dont les fibres sont précisément les S^- Maintenant, Y étant 
T{F) équivariante, le lemme suit. D 

On est donc ramené à étudier la dimension de : 

Y,,x := {g e U{F)/U{0)/g-'-fg G Gr^}. 
En particulier, si nous notons /^ : U{F) — ?> U{F) défini par : 

nous avons que 1^ ^ = f~^{Kt^Kt^^ fl U{F))/U{0). Nous commençons donc par 
calculer la dimension de Kt^Kt^'^ fl U{F) : 

Proposition 20. 

dim Kt^Kt-" n U{F) = {p,\-iy). 
Démonstration. [GHKR], Prop 2.14.2. D 

Passons donc au calcul. En identifiant U{F) avec F^ , par le biais des groupes 
radiciels ?7^, le morphisme f^ agit sur chacun de ces facteurs par : 

fjie^) = (/3(7) - 1)6/3. 

On en déduit donc d'après la proposition 20 que la dimension de 

f-^iKt^Kt-" n U{F)) vaut ^^ val{l - f3{-f)) + {p,\-u). Ainsi, dans le cas déployé 

7 = 70^*^, la dimension de la fibre de Springer X^ est : 

(p, A — z/) + ^val{detp{Id — 0^(7) : g/l)^ — )> 0/^)7)). 

Maintenant, il nous faut étendre le résultat au cas général, cela va se faire de la même 
manière que dans le cas de l'algèbre de Lie ; on prouve l'équidimensionnalité d'une 
variété de drapeaux canoniquement associée ; à l'intérieur de celle-ci, il y a un ouvert 
qui est en correspondance bijective avec l'ouvert régulier pour la grassmannienne 
affine, puis on conclut en utilisant la formule de Bezrukavnikov. 
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2.7. Cas général. On démontre dans cette section, le cas où 7 est quelconque en 
se ramenant au cas déployé par Bezrukavnikov. 

Pour obtenir (i), suivant Kazhdan-Lusztig, on étudie l'équidimensionnalité de la 
variété de drapeaux affines, ce qui fait l'objet de la section suivante. 

2.8. Equidimensionnalité de la variété de drapeaux. 

Soit ev : Vg{0) — )> Vq- Si Vb, désigne l'adhérence de 5+ dans le semi-groupe de 
Vinberg, nous définissons le groupe /* = ev^^CVs) que nous appelerons le semi- 
groupe d'Iwahori. C'est un semi-groupe qui contient le groupe d'Iwahori / comme 
groupe des unités. On considère alors la variété de drapeaux 

S+^ = {ge G{F)/I/g-'^^g e I'}. 
Nous pouvons également la réinterpréter, à titre indicatif, comme la variété 

i3+ ={ge G{F)/I/g-'^g G 7tH}. 
En particulier, si 5» G S^_^_, alors 7+ appartient à un conjugué du semi-groupe d'Iwa- 
hori B* dont le groupe des unités est également le (yf-conjugué de /, Bg. Cette variété 
plus grande contient comme ouvert i3^^ := {g G G (F) / 1 / g^^'-f g G It^I}. En parti- 
culier, l'introduction de B^ permet de relâcher la condition d'intégralité de la fibre 
de Springer en 

g'^ig e Vg{0) au lieu de VS{0). 

Soit A, l'ensemble des racines simples du groupe de Weyl affine. Pour chaque 
a G S, on a canoniquement un semi-groupe parahorique P' := l'Ul'Sal', de groupe 
des unités le parahorique P^. On a alors une structure naturelle de G'(-F)-variété sur 
Va '■= G{F)/ Pa et un morphisme naturel ti^ '■ B ^ Va qui est une P^-fibration. Ses 
fibres seront appelées des droites de type a. 

On considère le fibre 8a au-dessus de G{F)/I, dont la fibre au-dessus d'un point 
B est Ru{B) / Ru{Pa) où Pa est le parahorique qui contient B. Soit £^2+ la restriction 

Comme dans Kazhdan-Lusztig, nous allons définir une section s2+ du fibre en 
droites £^2+. 

2.8.1. Section d'un fibre en droites. Nous construisons la section s^+ du fibre £^J+ de 
la manière suivante; Pour B' G B^_^_, s^+(i?*) est l'image de 7„ dans Ru{B) / Ru{Pa) ■ 
Cette section a la particularité suivante : 

Lemme 9. Si la section s]^ s'annule en un point g de B'ï , alors P-'^(a;) C i3j" . 

Démonstration. Si la section s'annule en un point g, alors g~^'~fug est dans Ru{Pa) 

et donc dans tous les Iwahori de Pa et donc l'élément 7+ dans tous les semi-groupes 

d'Iwahori de P*, ce qu'on voulait. 
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On a alors la proposition suivante : 

Proposition 21. (i) Soit Y une composante irréductible de dimension d de B^^ 

et C une droite de type a telle que C C B-^^ et CClY soit non vide, alors il 
existe une composante irréductible Y' de B^^ telle que CcY'et dim Y'=d. 
(a) Si h et b' sont dans B^, il existe des droites Ci,C2, .-jCn de B^^ de type 
«1, «2, ••; û^n consécutivement non disjointes avec b E Ci et h' E Cn- En 
particulier, B^_^ est connexe, 
(m) B^^ et B.y^ sont équidimensionnelles. 

Démonstration. 

(iii) est une conséquence formelle de (i) et (ii) et du fait qu'un ouvert dans un schéma 

équidimensionnel est lui-même équidimensionnel. 

(i) résulte formellement de l'existence de la section Sa [KL, §4, Lemme 1]. 

La preuve de (ii) s'obtient comme dans [KL, §4 Lemme 2], puisque les extrémités 
de la chaînes, vues comme des semi-groupes d'Iwahori de Vg{0) sont stables par 
conjugaison par 7_|_. D 

2.8.2. Fin de la preuve. On a vu que l'ouvert régulier X^'*"^^ est non vide et est une 
orbite sous le centralisateur de 7. 

Proposition 22. 

On a dim X^'^'^^= dim X^=dim B^^. 

Démonstration. On commence par considérer la flèche surjective tï : B^^ — )■ X^. 
Au-dessus de X^'*""^^, elle est finie. Comme i3^_^ est équidimensionnelle, on en déduit 
que 

dimX^'^'^^ = dimB.y^ 

Et comme dimX^ < dimB^^ , on a le résultat voulu. D 

On note F l'extension qui déploie 7 de degré n. On sait que 7 est stablement 
conjugué à un élément de T{F). On note : 

X^ := {g e G{F)/G{0)/g-^^g G Gr^} 

(resp X^, la même chose dans F). Maintenant, nous n'avons plus qu'à rappeler la 
formule de Bezrukavnikov, dont la preuve est rigoureusement la même dans le cas 
qui nous concerne : 

Proposition 23. ([B], Lemme 2 et 3) On a l'égalité suivante : 

dim Og = n[dimOg + |(ie/(7)]. 
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On a une action sur les deux variétés du centralisateur de 7. Si g est un point de 
X^ (resp X^), on note Og (resp Og) l'orbite pour /^ (resp /^). On sait de plus que 
X^ est de dimension : 

n[(p,A-z/^) + |5(7)]. 

En combinant les propositions 23 et 24, on a la formule désirée pour la dimension de 
la fibre de Springer : 

dim X^ ={p,\- y,) + mi) - defi^)]. 



3. Appendice 

Nous calculons dans cet appendice la section de Steinberg prolongée pour les 
groupes classiques construite dans les paragraphes précédents pour la représenta- 
tion canonique. 



3.1. Ar. Dans le cas Ar, on obtient (au signe près) : 



e+[a„a. 



r—l r \ 

tti «102 «10:203 ■ ■ ■ n ^i'^r n ^ 

i=l i=l 

1 ■■■ 

«1 







n «^ 

1=1 



ô.Z. C/7-. 
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La matrice de la section donne : 



r — 1 r 

ai aia2 aia2a3 ^i"-r II "i '■■ ■■' 

1=1 1=1 

1 ■■■ •■• •■• 

ai 






r-2 

n "i 

i = l 














































r-l 

ai n "?"r 

J=2 


r-2 

n ai^r-l" 

i = l 



1 — 1 
Y\ai 

1=1 



3.3. B^. 

Commençons par étudier la réprésentation fondamentale V{ooi). Elle est de dimen- 
sion 2r+l et admet pour base (ei, . . . , e,., Cq, e_r-, . . . , e_i). Les racines simples sont 
données par : 



«1 = Cl — 62, ... , Oir-1 = Cr-l — 6^ et tt^ = 6^. 

Les poids fondamentaux associés aux racines simples sont donnés par 



oJi = ei + ■ ■ ■ + Ci^l < i < r — 1 et Ur- = \{ei + • ■ ■ + Cr 
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Pour i < r — 1, les rii échangent Cj et Cj+i et fixent le reste et rir change Cr en e-r- 
La matrice est alors donnée par : 



ai 



— •■■ •■• 





n «)= 
^si — •■• 

U)l 

n ^fc 

i^ ar •■• 

10 

"n^'^fc n «1 

^ k=l fc=r-l 



'r* 



n «fc 
fc=i 



3.4. Dr 

La représentation fondamentale de poids Ui est de dimension 2r et engendrée par 
les vecteurs (ei, 62, ... , Cr, e-r, ■ ■ ■ , e_i). Les racines simples sont les mêmes que pour 
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n < 

k = l 



ai_ 


^ao 





















Br- Seule change ar, qui vérifie ar = Cr + e^-i. 

r-3 r-2 r-1 r-2 r 

n "i n «fc n «fe n "fc^r n qjc 

i=l fc=l fc=l fc = l fc=l ri A 

■■ ^J^'''-2 c^i a^-iar —zj^ar — a^-i ^^ 

••• ••• 



I--3 

n <^k 



■•• •■• ■■• 



n Qfcai- n Qfc«r 

^^^i isi ... ... 

r-1 

n "fc 

^si — ••• 

i^^i 



n "fc 

fc=i 
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